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Дәрiс 7. Кошидiң интегралдык формуласы. Голоморфты функ-
цияның дәрежелiк қатарға жiктелуi

1 Кошидiң интегралдык формуласы

Коши теоремасы әр ғылымның әртүрлi саласында қолданылатын мықты ап-
парат. Коши теоремасында ∫

γ

f(z)dz =

∫
Γ

f(z)dz

интегралының теңдiгi туралы айтылады. Сондықтан өз қалауың бойынша
оң немесе сол жағындағы интегралды есептеу керек. Әдетте оңай табылатын

жағын есептейдi.
∫
γ

g(z)

z − a
dz интегралын есептеу үшiн айтылған талқылауды

орындаймыз. g(z) барлық комплекс жазықтықта голоморфты функция, ал
γ-туынды қисық сызықты контур болсын.

Егер a ∈ ext γ нүктесi үшiн f(z) =
g(z)

z − a
интеграл астындағы функция

кейбiр ε-маңайында int γ үшiн голоморфты функция болады. Онда 7-шi тео-
ремасы бойынша ∫

γ

g(z)

z − a
dz = 0.

Егер a ∈ int γ, нүктесi үшiн f(z) =
g(z)

z − a
интеграл астындағы функция a

нүктесiнiң ойынған маңайында голоморфты функция болады. Центрi a нүк-
тесiнде жататын әр шеңбер γ қисығына голоморфты, a нүктесiн қозғамай γ
қисығын осы шеңберге деформациялаймыз.

6-теорема бойынша ∮
γ

g(z)

z − a
dz =

∮
|z−a|=δ

g(z)

z − a
dz.

Соңғы теңдiктiң сол жағы δ тәуелсiз болғандықтан, онда шектердiң қаты-
насын келесi түрде жазуға болады:∮

γ

g(z)

z − a
dz = lim

δ→0

∮
|z−a|=δ

g(z)

z − a
dz.

Сөйтiп соңғы теңдiктiң оң жағын табу керек:

lim
δ→0

∮
|z−a|=δ

g(z)

z − a
dz =

∣∣∣∣ z − a = δeiφ

0 < φ < 2π

∣∣∣∣ = lim
δ→0

∫ 2π

0

g
(
a+ δeiφ

)
δeiφ

δeiφidφ = 2πi·g(a)
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Демек ∀a ∈ int γ арқылы ∫
γ

g(z)

z − a
dz = 2πig(a)

Кошидiң интегралдық формуласы деп аталатын формуланы аламыз. Берiл-
ген формуланы a бойынша екi жағында диференциялдасақ, онда

2πig′(a) = fγ
g(z)

(z − a)2
dz

туындысын анықтаймыз. Диференциялдауды жалғастыруға болады.
Кошидiң интегралдық формуласын талқылау.

• g(a) =
1

2πi

∫
γ

g(z)

z − a
dz осыдан ∀a ∈ int γ үшiн голоморфты g(z) функ-

цияның g(a) iшкi мәндерiн γ шекарасындағы мәндерi арқылы табуға бо-
лады. Шекаралық мәндер арқыл функцияны құру сияқты мәселелер ше-
каралық есептер теориясында қарастырылады.

• Рационал функциялар қарапайым бөлшектердiң қосындысы ретiнде кез-
десетiнiн еске түсiрейiк. Мысалы,

q(x) = (x− x1) (x− x2) · · · (x− xs) , xj ̸= xk, j ̸= k

болғанда, онда келесi жiктелуi дұрыс:

p(x)

q(x)
=

A1

(x− x1)
+ · · ·+ As

(x− xs)
.

• Кошидiң интегралдық формуласын a параметрi бойынша шексiз рет ди-
ференциялдауға болғандықтан, голоморфты функцияны шексiз рет ди-
ференциялдауға болады. Математиколық анализ курсында фшнкция-
ның тек ақырлы сан рет диференциялдауы кездескен. Бұл жерде ондай
жоқ.

• Кошидiң интегралдық формуласы интегралды есептеудiң орнына голо-
морфты функцияның мәнiн немесе оның туындысын табуға рұқсат етедi.
Шынында да, ∮

γ

g(z)

(z − a)k+1
dz =

2πi

k!
g(k)(a)
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Емтиханға сұрақ: Голоморфты функцияның дәрежелiк қатарға жiктелуi.
Кошидiң интегралдық формуласынан g(a) = 1

2πi

∮
γ
g(z)
z−adz ,голоморфты

функцияның мәнiн A
z−a түрiндегi қарапайым түбiрлерден құрауға болады,

мұндағы A = g(z)
2πi .Екiншi жағынан түбiр A

z−a a ̸= z болғанда дәрежелiк қа-
тарға жiктеледi. Сондықтан голоморфты функциялардың дәрежелiк қатарға
жiктелетiнi түсiнiктi. Бұл тұжырымды қатаң математикалық түрде анықтай-
ық.

Теорема 9.

f(z) ∈ H(D),∀z0 ∈ D ⇒ ∃B (z0, δ) ≡ {z : |z − z0| < δ} ⊂ D :

∀z ∈ B (z0, δ) ⇒ f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z

Жаттығу. 9-шы теореманы ашып жазыңыз.
Ескерту. 9-шы теоремадағы жiктелу кейбiр B (z0, δ) дөңгелектерiнде пай-

да болады. Яғни жiктелу шектелген, δ радиуысын бағалай алмайтынымы-
здай.

Жаттығу. 9-теореманың дәлелдеуiн талдап, ең үлкен δ радиуысын табы-
ңыз.

9-теореманың дәлелдеуi.

1 қадам.
A

t− a
түрiндегi бөлшектiң жiктелуi:

A

t− z
=

A

(t− z0)− (z − z0)
=

∣∣∣∣ егер |t− z0| > |z − z0|
∣∣∣∣ =

=
A

t− z0

1

1− z−z0
t−z0

=
A

t− z0

{
1 +

z − z0
t− z0

+

(
z − z0
t− z0

)2

+ · · ·

}
=

=
A

t− z0
+

A (z − z0)

(t− z0)
2 +

A (z − z0)
2

(t− z0)
3 + · · ·

2-қадам. Голоморфты функцияның бекiтiлген нүктенiң маңайында Тейлор
қатарына жiктелуi. z0 – D облысында бекiтiлген нүкте болсын. Центiрi z0
болатындай етiп B0 дөңгелегiн сызамыз, және B0 ⊂ D.

Кошидiң интегралдық формуласы бойынша B0 дөңгелегiнде f(z) функци-
ясының мәнiн есептеймiз:

f(z) =
1

2πi

∫
∂B0

f(t)

t− z
dt.
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Ендi бiрiншi қадамның нәтижесiн пайдаланамыз.

f(t)

t− z
=

f(t)

t− z0
+

f(t) (z − z0)

(t− z0)
2 +

f(t) (z − z0)
2

(t− z0)
3 + · · ·

орындалады егер, |z − z0| < |t− z0| орындалса.

Сурет 1: B0 дөңгелегi

Соңғы екi теңсiздiктi де Коши интегралдық фор-
муласымен есептеймiз.

f(z) =
1

2πi

∮
∂B0

(
f(t)

t− z0
+

f(t) (z − z0)

(t− z0)
2 +

+
f(t) (z − z0)

2

(t− z0)
3 + · · ·

)
dt.

Осыдан f(z) = c0 + c1 (z − z0) + c2 (z − z0)
2 + · · ·

шығады, мұндағы коэффициенттер

c0 =
1

2πi

∫
∂B0

(
f(t)

t− z0

)
dt, c1 =

1

2πi

∮
∂B0

(
f(t)

(t− z0)
2

)
dt,

c2 =
1

2πi

∮
∂B0

(
f(t)

(t− z0)
3

)
dt, . . .

Теорема 9 дәлелдендi.
Теорема 10. 9-шы теоремада көрсетiлгендей жiктелу жалгыз.
Дәлелдеуi. B0 шеңберiнде f(z) функциясы келесi қатарға жiктелсiн:

f(z) = c0 + c1 (z − z0) + c2 (z − z0)
2 + · · ·

және
f(z) = d0 + d1 (z − z0) + d2 (z − z0)

2 + · · · .
Кез келген n үшiн cn = dn екенiн көрсету керек. f (z0) = c0 = d0 мысалдан
көрiнедi. Осылайша f ′ (z0) = c1 = d1 аламыз. Индукция әдiсi бойынша 10
теорема дәлелдендi.

Тұжырым 1. 9-шы, 10-шы теоремалардан голоморфты функция голо-
морфты облыста шексiз диференциялданады.

Бұл осы қасиет қатардың дәрежелiк Тейлор қатарына жiктелуi.
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Тұжырым 2. 9-шы, 10-шы теоремалардан туындатылған голоморфты
функциялар келесi түрде болады

f (z0) =
1

2πi

∮
∂B0

f(t)

t− z0
dt,

f ′ (z0) =
1

2πi

∮
∂B0

f(t)

(t− z0)
2dt,

f ′′ (z0) =
2!

2πi

∮
∂B0

f(t)

(t− z0)
3dt, . . .

Тұжырым 3. 9-шы, 10-шы теоремалардан z0 – голоморфты f(z)-тiң
m0-реттi нолi, онда Безу шарты бойынша f(z) = (z − z0)

m0 h(z), мұндағы
h(z) – голоморфты функция және h (z0) ̸= 0 шарты орындалады.

Дәлелдеу. f (z0) = 0, f ′ (z0) = 0, · · · , f (m0−1) (z0) = 0, f (m0) (z0) ̸= 0,
болғанда f(z) функциясының z0 маңайында Тейлор қатарына жiктелуi

f(z) = f (m0) (z0) (z − z0)
m0 + f (m0+1) (z0) (z − z0)

m0+1 + . . .

болады. Осыдан көрiнгендей h(z) = f (m0) (z0) + f (m0+1) (z0) (z − z0) + · · · .
Тұжырым дәлелдендi.


